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第二章 随机变量及其分布

在上一章中，我们用样本空间的子集，即基本事件的集合来表示随机试验的各种

结果。这种表示的方式对全面讨论随机试验的统计规律性及数学工具的运用都有较大

的局限。在本章中，我们将用实数来表示随机试验的各种结果，即引入随机变量的概

念。这样，不仅可更全面揭示随机试验的客观存在的统计规律性，而且可使我们用数

学分析的方法来讨论随机试验.

第一节 随机变量与分布函数

一、 随机变量的概念：

在随机试验中，若把试验中观察的对象与实数对应起来，即建立对应关系 X，使其

对试验的每个结果 ，都有一个实数 与之对应，则 的取值随着试验的重复而不 )(X X

同， 是一个变量，且在每次试验中 究竟取什么值事先无法预知，也就是说 是X X X
一个随机取值的变量。因此，很自然地称 为随机变量.X
1.1.1.

1.

定义 设试验的样本空间为 ，如果对于每一个 ，都有一个确定的 

实数 与之对应，则称实值函数 为 上的随机变量.)(X )(X 

注:::

:

1. 简记为 X;)(X

2. X是由 唯一确定；
3.自变量 ———试验结果，定义域——样本空间 

引入随机变量以后，就可以用随机变量 来描述随机事件。例如，在“掷硬币”X
这个试验中，可定义






当反面出现时，

当正面出现时，

,0
,1

X

则 和 就分别表示了事件 { 出现正面 } 和 { 出现反面 } ，且有)1X（ )0( X

。，出现正面 2
1}{)1(  PXP 2

1}{)0(  出现反面PXP

若试验的结果本身就是用数量描述的，则可定义 。例如， ttXX  ,)(

在“掷骰子”这个试验中，用 表示{出现 点}，且)( iX  i

。6,,2,1,6
1}{)(  iiPiXP 点出现

在“测试灯泡寿命”这个试验中， 表示{灯泡的寿命为 （小时）}，而 就)tX （ t )( tXP 

是事件{灯泡寿命不超过 t（小时）}的概率。

例 1 设 9 件产品中含有 4 件次品，从中任取 3 件，则被取 3 件中的次品数 X 是一个随

机变量 ，它的可能取值是 0,1,2,3.
例 2 检查一批织物的质量，从每平方米中观察到的疵点数 Y 是一个随机变量，它的可

能取值是 0,1,2,3,…
例 3 某公共汽车的行车间隔是 a 分钟，某乘客随机的到达车站，则其等车的事件 Z 是
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一个随机变量，它的一切可能取值充满区间[0,a].

2.2.2.

2.

分类




续型随机变量）非离散型随机变量（连

离散型随机变量

二、随机变量的分布函数

许多随机变量的取值是不能一个一个地列举出来的且它们取某个值的概率可能是

零。例如，在测试灯泡的寿命时，可认为寿命 X 的取值充满了区间 ，事件),0[ 

表示灯泡的寿命正好是 ，在实际中，测试数百万只灯泡的寿命，可能也不)( 0xX  0x

会有一只的寿命正好是 x0。也就是说，事件 发生的频率在零附近波动，自然)( 0xX 

可认为 。0)( 0  xXP

由于有许多随机变量的概率分布情况不能以其取某个值的概率来表示，故我们转而

讨论随机变量 X的取值落在某一个区间里的概率，即讨论 。)( 21 xXxP 

因为 ，)()()( 1221 xXPxXPxXxP 

所以对任何一个实数 x，只需知道 ，就可知 X的取值落在任一区间里的概率)( xXP 

了。为此，我们用 来讨论随机变量 X的概率分布情况。)( xXP 

(1).(1).(1).

(1).

定义

.
),(}{)(

的分布函数为

是任意实数，称函数为一随机变量，设

X
xXPxFxX 

注:::

:

有了分布函数，对于任意的实数 ，随机变量 X落在区间 里的概)(, 2121 xxxx  ],( 21 xx

率可用分布函数来计算：

).()()()()( 121221 xFxFxXPxXPxXxP 

在这个意义上可以说，分布函数完整地描述了随机变量的统计规律性，或者说，分布

函数完整地表示了随机变量的概率分布情况。

若把 X看作是数轴上的随机点的坐标，则分布函数 F(x)在 x的函数值就表示 X落

在区间 里的概率。],( x

(2).分布函数 F(x)具有以下基本性质：

1．F(x)是一个单调不减的函数，即当 时, 。21 xx  )()( 21 xFxF 

事实上， ，故 .0)()()( 2112  xXxPxFxF )()( 21 xFxF 

2． ，且 。1)(0  xF 0)(lim)(,1)(lim)( 


xFFxFF
xx
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因为 ，即 F(x)是 X落在 里的概率，所以 。对其)()( xXPxF  ],( x 1)(0  xF

余两式，我们只给出一个直观的解释，不作严格的证明。事实上， 是事件)(F

的概率，而 是必然事件，故 。类似地， 是不可)( X )( X 1)( F )( X

能事件，故 。0)( F

3． ，即 是右连续的函数。)()(lim)0( xFtFxF
xt




)(xF

第二节 离散型随机变量及其分布

若某个随机变量的全部可能取值是有限多个或可列无限多个，则称这个随机变量是

离散型随机变量。

易知，要掌握一个离散型随机变量 X的统计规律，必须且只需知道 X的所有可能取值

以及 X取每一个可能值的概率。

一、 分布列

1.1.1.

1.

定义

概率函数）

分布律、的分布列（概率分布、，称此整标函数为

取各个可能值的概率为的所有可能取值为设离散型随机变量

XipxXP
XxxxX

ii

i

),2,1()(
,,,,, 21






分布律也可以用表格的形式（分布律）来表示，即表示为

2.2.2.

2.

分布列的性质










1

1)2(

);,2,1(0)1(

i
i

i

p

ip 

3.3.3.

3.

求概率和分布函数

,,,

,





bxa

i
i

xXPbXaP }{}{ 



Gx

i
i

xXPGXP )()(

设 离散型随机变量 X的分布函数，则当 X有分布律)(xF

,2,1,)(  kopxXP kk

时，易得 , 



xx xx

kk
xx

k
k kk

pxXPxXPxXPxF


 )()(()()(

而 )()()()( 11   kkkkkk xFxFxXxPpxxP

由此可知，离散型随机变量 X的分布函数是阶梯函数， 是 F(X)的第一类间断,, 21 xx

X x1 x2 ... xk ... ....
P p1 p2 .... pk ... ...
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点，而 X在 处的概率就是 F(x)在这些间断点处的跃度。),2,1( kxk

例 111

1

设一汽车在开往目的地的道路上需经过四盏信号灯，每盏信号灯以概率 1/2 允许

汽车通过或禁止汽车通过.以 X表示汽车首次停下时，它已通过的信号灯的盏数（设各

信号灯的工作是相互独立的）。求 X的分布律，分布函数以及概率

。)32(),2523(),23(  XPXPXP

解 设 p为每盏信号灯禁止汽车通过的概率，则

.2,1,0,)1()(  kppkXP k

.)1()3( 3pXP 

现 ，故知 X的分布律为2
1p

由此得 X的分布函数





























;3,1
8
1

8
1

4
1

2
1

;32,
8
7

8
1

4
1

2
1

;21,
4
3

4
1

2
1

;10,
2
1

;0,0

)(

x

x

x

x

x

xF

题中要求计算的概率分别为

,8
1

4
3

8
7)2

3()2
5()2

5
2

3(    ,4
3)2

3()2
3(  FFXPFXP

以.4
1

8
1

8
71)2()2()3()2()32()32(  XPFFXPXPXP

上概率也可以用分布律来计算，如

,4
3

4
1

2
1)1()0()2

3(  XPXPXP

,8
1)2()2

5
2

3(  XPXP

.4
1

8
1

8
1)2()3()32(  XPXPXP

例 222

2

某人独立地射击，每次射击的命中率为 p(0<p<1)。以 X表示首次击中目标时

已进行的射击次数，求 X的分布律和分布函数。

解 在本题中，X的取值为 。容易求得 ，而,3,2,1k )1()( 1 pqpqkXP k  

X 0 1 2 3
P 1/2 1/4 1/8 1/8
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由

；0)( 1  kpqkXP

 













 
1

1

1 1

1)(
k

k

k k

k qppqkXP

知 X的分布律是

（此时又可称 X服从以 p为参数的几何分布）

因为

,







][

1

1][
][

1
)()(

x

k

x
x

k
pqkXPxXP

其中[x]是不超过 x的最大整数，由此可知 X的分布函数为










 



 .1,

;1,0
)( ][

1

1][ xpq

x
xF x

k

x

在这个例题中，随机变量 X可看作是在独立随机试验中首次成功所需的试验次数。

若 为独立随机试验中，成功 r 次所需的试验次数，则当 p为一次试验中成功的概率X
时 ，X的分布律为)10(  p

此时称 X服从以 r，p为参数的巴斯卡(Pascal)分布。Cn-1n-rqn-rpr
练习

1.设 9 件产品中含有 4 件次品，从中任取三件，则被取三件中的次品数 X 是一个随机

变量，求随机变量 X 的分布列，并求 P(X<2).

2.从一批次品率为 p 的产品中有放回的逐件抽取产品，直到抽到次品为止，以 X 表示

抽取次数，求 X 的分布列及 P(1<X<4).

3 0 2 5
1 1 1 1( )
4 6 2 12

(1) (2) (2 7); ( 1)

i

X
X

P X x

X P X P X





   

3.设随机变量 的分布列为

求 的分布函数；

4. 5 1,2,3,4,5. 3
3 .( 57)

X
X YP

一袋中装有 只球，编号为 在袋中同时 只球，用 表示取出的

只球中的最大号码数，求 的分布函数

X 1 2 3 ... n ...
P p pq 2pq ... 1npq ...

X r 1r ... n ... ...
P rp r

rqpC1 ... rrnrn
n pqC 
1

... ...



6

二、 几种重要的离散型分布

1.1.1.

1.

两点分布（000

0

-1-1-1

-1

）分布

若随机变量 X的分布律为

),10(,1,0,)1()( 1   pkppkXP kk

则称 X服从以 p为参数的（（（

（

0-10-10-1

0-1

）分布）分布）分布

）分布

。

（（（

（

0-10-10-1

0-1

）分布）分布）分布

）分布

的分布律也可写成

若某个随机试验的结果只有两个，如产品是否合格，试验是否成功，掷硬币是否出现

正面等，它们的样本空间为 ，则总能定义一个服从（0-1）分布的随机变量},{ 21 






发生时。当

发生时；当

2

1

,0
,1




X

也就是说，它们都可以用（0-1）分布来描述，只不过对不同的问题参数 p的值不同而

已.可见，（0-1）分布是经常遇到的一种分布。

2.2.2.

2.

二项分布

若随机变量 X的取值为 且n，，，210

nkqpCkXP knkk
n ,,2,1,0,)(  

其中 ，则称 X服从以 为参数的二项分布二项分布二项分布

二项分布

，记为 。1,10  qpp pn, ),(~ pnBX

容易证明 且,0)(  knkk
n qpCkXP

.1)()(
0 0

 

 
  nknk
n

k

n

k

k
n qpqpCkXP

注意到 正好是二项式 的展开式的一般项，因此称该随机变量服从二项knkk
n qpC  nqp )( 

分布。

特别，当 时二项分布为 。这就是（0-1）分布，故当X1n 1,0,)( 1   kqpkXP kk

服从（0-1）分布时，常记为 。),1(~ pBX

在第一章中我们讨论了 n重贝努力试验，易见在 n重贝努力试验中事件 A发生的

次数 X是服从而二项分布的随机变量。又由

kq
kppn

kq
pkn

qPknkn
qpknkn

qpC
qpC

kXP
kXP

knk

knk

knkk
n

knkk
n 



















 )1()1(
)!1(1)1/(!

)!(!/!
)1(

)(
11111

.
kq

kpn
kp

kpnkq
kq

qkpn 








)1(1)1()1()1(

X 1 0
P p p1
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知当 时 单调增加， 时 单调下降，因此可知当pnk )1(  )( kXP  pnk )1(  )( kXP 

k在 附近时 达最大值，也就是说，在 n重贝努力试验中，事件 A发生pn )1(  )( kXP 

[(n+1)p]次的概率最大，通常称 为 n次独立重复试验中最可能成功的次数.])1[( pn

例 333

3

已知某型号电子元件的一级品律为 0.2，现从一大批元件中随机抽查 20 只，问最

可能的一级品数是多少？

解 检查 20 只元件是否一级品可看 20 重的贝努力试验，即其中一级品数 X服从二项

分布 B(20,0.2)，而 ，所以其中有 4 只一级品的概率最大。2.42.0)120( 

下面的数据也验证了这个结果。

其中 .)2.01()2.0()( 20
20

kkkCkXPP 

例 444

4

某人独立地射击，设每次射击的命中率为 0.02，射击 400 次，求至少击中目标两

次的概率。

解 把每次射击看成一次试验，设击中的次数为 X，则 的分布律为XBX ),02.0,400(~

,400,,1,0,)98.0()02.0()( 400
400   kCkXP kkk

于是所求概率为

.)98.0()02.0(400)98.0(1)1()0(1)2( 399400  XPXPXP

直接计算上式是很麻烦的.下面我们给出一个当 n很大而 p很小时的 近似计算公式.

泊松定理（PoissonPoissonPoisson

Poisson

） 设 是一常数，n是正整数。若 ，则对任一固0 ,nnp

定的非负整数 k,,有 。 


 e
k

ppC
k

kn
n

k
n

k
nn !

)1(lim

证 由 知,/ npn 
knk

kn
n

k
n

k
n nnk

knnnppC


 





 









 1

!
)1()1()1( 

.111121111
!

knk

nnn
k

nnk









 






 





 







 





 

 

对任意固定的 k，当 时n ;1,,2,1,11 





  ki

n
i 

X 0 1 2 3 4 5 6
P 0.012 0.058 0.137 0.205 0.218 0.175 0.109

X 7 8 9 10 11 >11
P 0.055 0.022 0.007 0.002 0.001 <0.01
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,11;11
)(




 











 






 






  e

nnn

n
nk

故有

. 


 e
k

ppC
k

kn
n

k
n

k
nn !

)1(lim

定理的条件 ，意味着 n 很大时， 必定很小，由泊松定理知，当nnp np

，且 n很大而 p很小时，有),,(~ pnBX

(2.1),
!

)1()(    e
k

ppCkXP
k

knkk
n

其中 。在实际计算中，当 时，(2.1)式的近似值效果颇佳，而np 05.0,20  pn

且 时，效果更好。 的值有表可查（见书后附表）100n 10np  e
k

k

!

在例 4 中， ，由(2.1)式知8np

.8)1(,)0( 88   eXPeXP

因此

.997.081)2( 88   eeXP

例 4 的结果告诉我们两个事实：

其一，虽然每次射击的命中率很小（为 0.02），但射击次数足够大（为 400 次），则

击中目标两次几乎是肯定的（概率为 0.997）。这个事实告诉我们，一个事件尽管在一

次实验中发生的概率很小，但在大量的独立重复试验中这事件的发生几乎是必然的。

也就是说，小概率事件在大量独立重复室验中是不可忽视的。

其二，若射手在 400 次独立射击中，击中目标的次数不到两次是一件概率很小的事

件，而这事件竟然在一次实验中发生了，则跟据实际推断，我们有理由怀疑“每次射

击的命中率为 0.02”这一假设是否正确，即可认为射手射击的命中率达不到 0.02。
例 555

5

现有同型设备 300 台，各台设备的工作是相互独立的，发生故障的概率都是 0.01.
设一台设备的故障可由一名维修工人处理，问至少需配备多少名维修工人，才能保证

设备发生故障但不能及时维修的概率小于 0.01？

解 设需配备 N名工人，X为同一时刻发生故障的设备的台数，则 。所)01.0,300(~ BX

需解决的问题是确定 N最小值，使

.99.0)(  NXP

因 ，由泊松定理,3 np 



N

k

k

e
k

NXP
0

3 ,
!

3)(
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故问题转化为求 N的最小值，使




 
N

k

k

e
k0

3 .99.0
!

3

即 01.0
!

3
!

31 3

0 1

3  







  e
k

e
k

N

k Nk

kk

查书后附表 2 可知，当 时，上式成立。因此，为达到上述要求，至少需配备 8 名8N
维修工人。

类似的问题在其他领域也会遇到，如电话交换台接线员的配备，机场供飞机起降的

跑道数的确定等.
例 666

6

现有 90 台同类型的设备，各台设备的工作是相互独立的，发生故障的概率都

是 0.01，且一台设备的故障能由一个人处理。配备维修工人的方法有两种，一种是由

三人分开维护，每人负责 30 台；另一种是由 3 人共同维护 90 台.试比较两种方法在设

备发生故障不能及时维修的概率的大小。

解 设 为第 个人负责的 30 台设备发生故障而无人修理的事件。)3,2,1( iA i i

表示第 i个人负责的 30 台设备中同时发生故障的设备台数，则iX

。由(2.1)式3.0),01.0,30(~  npBX i 

0 .3

2

(0.3)( ) ( 2) 0.0369.
!

k

i i
k

P A P X e
k






   

而 90 台设备发生故障无人修理的事件为 ，故采用第一种配备维修工人的321 AAA 

方法时，所求概率为

.1067.0)0369.01(1)()()(1)(1)( 3
321321321  APAPAPAAApAAAP 

在采用第二种配备维修工人的方法时，设 为 90 台设备中同时发生故障的设备X
台数，则 ，而所求概率为9.0),01.0,90(~  npBX 

0135.0
!
)9.0()4(

4

9.0  






k

k

e
k

XP

由于 ，显然共同负责比分块负责的维修效率提高了。1067.00135.0 

3.3.3.

3.

泊松分布

若随机变量 所有可能取值为 而X ,,2,1,0 

,,2,1,0,
!

)(   ke
k

kXP
k



其中 是常数，则称 服从参数为 的泊松分布，记为 。0 X  )(~ PX
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泊松定理表明，若 则当 时， ，这个事),)(,(~ nn nppnBX n )(~ PX

实也说明了泊松分布在理论上的重要性。

具有泊松分布的随机变量在实际应用中是很多的。例如，在每个时段内电话交换

台收到的电话的呼唤次数、某商店在一天内的顾客数、在某时段内的某放射性物质发

出的经过计数器的粒子数等。泊松分布也是一种常见的重要分布。

注 泊松分布是作为二项分布的极限分布提出来的

7
0.05,

例 设某段时间内通过一路口的汽车流量服从泊松分布，已知该时段内没有

汽车通过的概率为 则这段时间内至少有两辆汽车通过的概率是多少？

4.4.4.

4.

超几何分布

).,,(~
,,,,,,

}),min{;,,2,1,0()(

nMNHX
nMNXNMNnnNM

Nnlli
C
CCxXP

X

n
N

in
MN

i
M

i

超几何分布，记作

的服从参数为则称都是自然数，且其中

的分布列为设随机变量





 

例 设有一批产品 1000 件，其中有次品 10 件，今从中任取 2 件，

求所取 2 件中恰有一件次品的概率。

第三节 连续型随机变量的分布

连续型随机变量是一种重要的非离散型的随机变量。在这一节中我们要给出连续

型随机变量的定义、性质、概率计算，并介绍一些常用的连续型随机变量的分布。

一、连续型随机变量

1.定义:::

:

设 F(x)是随机变量 X的分布函数，若存在非负函数 f(X)，对任意实数 x，有

(2.2) 


x
dttfxF )()(

则称 X为连续型随机变量连续型随机变量连续型随机变量

连续型随机变量

。称 f(X)为 X的概率密度函数概率密度函数概率密度函数

概率密度函数

或密度函数密度函数密度函数

密度函数

，也称为概率密度概率密度概率密度

概率密度

。

2. 性质:由定义可知，密度函数 f(x)有以下性质：

1. 



 .1)()(,0)( Fdttfxf

2.  2

1
)()()()( 1221

x

x
dttfxFxFxXxP )( 21 xx 

3．若 f(x)在点 x处连续，则 F(x)=f(x)
由性质 3 知在 f(x)的连续点 x处有

,)(lim)()(lim)()(
00

'

x
xxXxP

x
xFxxFxFxf

xx 





 

它表示了随机变量 X在区间 (x,x+△x]上的平均概率，其与物理学中线密度的定义类

似，故称 f(x)为密度函数。若不计高阶无穷小，则当△x 很小时，由上式可得
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它表示 X 落在小区间 (x,x+△x]里的概率近似地等于,)()( xxfxxXxP 

f(x)△x，它在连续型随机变量理论中所起的作用与 P(X=xk)=pk在离散型随机变量理论

中所起的作用相类似。

若一个函数满足性质 1，则它可以是某个随机变量的密度函数。

3.几何意义

由性质 1 知，介于曲线 y=f(x)与 Ox轴之间平面图形的面积为 1（图 2-1）, 由性质 2 知 ，

落在区间(x1,x2]里的概率等于图 2-2中阴影部分的面积.X

4. 概率:

特别的，对于连续型随机变量 来说，它取任一指定的实数值 的概率为零，即X 0x

P(x=x0)=0. 事实上，因 },{}{ 000 xXxxxX 

,)()()(0 0

0
000  


x

xx
dttfxXxxPxXP

令 ，则0x
上式右端 ，故 P(X=x0)=00

据此，对连续型随机变量 X，有

),()()()()()( aFbFbXaPbXaPbXaPbXaP 

即在计算 X落在某区间里的概率时，可以不考虑区间是开的、闭的或半开半闭的情况。

这里，事件{X=x0}并非不可能事件，它是会发生的，也就是说零概率事件也是有可能

发生的。如 为被测试的灯泡的寿命，若灯泡的寿命都在 1000 个小时以上，则X
P(X=1000)=0但是事件 {X=1000}是一定会发生的，否则就不会出现事件 (X>1000)了 。

可见，不可能事件的概率为零，但概率为零的事件不一定是不可能事件。同理，必然

事件的概率为 1，但概率为 1 的事件不一定是必然事件。

例 111

1

设枪靶是半径为 20 厘米的圆盘，盘上有许多同心圆，射手击中靶上任一同心圆的

概率与该圆的面积成正比，且每次射击都能中靶。若以 X表示弹着点与圆心的距离，

试求 X的分布函数 F(x)，概率密度函数 f(x)及概率 ).105(  XP

解 当 x<0时， 是不可能事件，故)( xX  .0)()(  xXPxF

当 ，由题意知 又由于 是必然事件，200  x .)200( 2xkXP  )200(  X

即 得 ，故2)20()200(1 kXP  4001k

y

x0

1
)(xfy 

图 2-1

y

x0 1x 2x

)(xfy 

图 2-2
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400)0()0()()( 2xxXPXPxXPxF 

当 时， 是必然事件，故 F(x)=1综上所述，X的分布函数为20x )( xX 














.20,1

;200400
;0,0

)( 2

x
xx
x

xF

由性质 3 可得 X的密度函数为


 


,0

;200,200
)()( ' xx
xFxf

又由性质 2 可知所求概率为

.163400)510(
400200

)105( 22
10

5

10

5
 

xdxxXP

当然，概率也可用分布函数来求，即

.163400)510()5()10()105( 22  FFXP

2

0 , 0

2 ( ) , 0 1
1 , 1

(1)
1 1(2) ( 1, ) ( , 2)
2 3

(3) .

x
X F x Ax x

x

A

X

X


  
 



例 设连续型随机变量 的分布函数为

试求： 系数 ；

落在 及 内的概率；

的分布密度

二、

3
0 , 2 0, 0
1(1) ( ) , 2 0 (2) ( ) sin , 0
2

1,1 , 0

0, 0 0, 0
1 1(3) ( ) sin , 0 (4) ( ) , 0

2 2 2
11, 1,

2 2

x x
F x x F x x x

xx

x x

F x x x F x x x

x x








          
  
 
  
 
        
 
    

例 下列函数是否为分布函数？若是，则判断是哪种类型随机变量的分布函数：
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二...

.

几种重要的连续型分布

1.1.1.

1.

均匀分布

若随机变量 X具有概率密度函数





 


其他，,0

;,1
)( bxa

abxf

则称 X在区间(a,b)上服从均匀分布，记为 X~U(a,b).
在(a,b)上服从均匀分布的随机变量 X，具有下述等可能性：即它落在区间(a,b)中任

意长度相同的子区间的概率是相同的，或者说 X落在子区间里的概率只依赖于子区间

的长度而与子区间的位置无关。事实上对于任一长度为 l的子区间(c,c+l],a≤c<c+l≤b

有

.1)()(  
 







lc

c

lc

c ab
ldx

ab
dxxflcXcP

在 上服从均匀分布的随机变量 的分布函数为),( ba X

.


















.,1

;,

;,0

)(

xb

bxa
ab
ax

ax

xF

f(x)和 F(x)的图形分别如图 2-3和图 2-4所示.

例 1 设电阻 R 是一个随机变量，均匀分布在 900 到 1100 之间。试求： 
(1) R 的分布密度 p(x);
(2) P(950<R<1050).

例 2在区间[a,b]上任意投掷一个点，以 X 表示这个点的坐标。设这个点

落在[a,b]中任意小区间的概率与这个小区间的长度成正比，求 X 的

概率密度。

例 3若随机变量 X 服从[1,6]上的均匀分布，求方程 012  Xxx

有实根的概率.
解 因为当Δ=X2-4≥0 时 t2+Xt+1=0有实根,故所求概率为

P(X2-4≥0)=P(X≥2或 X≤-2)=P(X≥2)+P(X≤-2).

0

)(xf

xa b

图 2-3

a b0 x

)(xF

图 2-4
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而 X的密度函数为


 


,,0

;61,51
)(

其他

x
xf

且 ,0)2(,
5
4

)()2(
6

2
  XPdttfXP

因此所求概率 P(X2-4≥0)=4/5.
2.2.2.

2.

指数分布

例 444

4

设随机变量 具有概率密度函数 试确定常数 A，以及X










.0,0
;0,

)(
3

x
xAe

xf
x

X

的分布函数.
解 由

,
3
1)(1

0

3 AdxAedxxf x  
 



知 A=3，即











.0,0
;0,3)(

3

x
xexf

x

而 的分布函数为X  










x

x

x
xedttfxF

.0,0
;0,1)()(

3

一般，若随机变量 X具有概率密度函数











,0,0
;0,)(

x
xexf

x

其中 是常数，则称 X服从以 为参数的指数分布。X的分布函数为0 











.0,0
;0,1)(

x
xexF

x

例 555

5

顾客在某银行窗口等待服务的时间 X服从参数为 1/5 的指数分布，X的计时单位

为分钟。若等待时间超过 10 分钟，则他就离开。设他一个月内要来银行 5 次，以 y表
示一个月内他没有等到服务而离开窗口的次数，求 Y分布律及至少有一次没有等到服

务的概率 P(Y≥1).
解 由题意不难看出 y~B(5,p) 而其中的概率 p=P(X>10)，现 X的概率密度函数为












.0,0

;0,
5
1

)(
5

x

xexf
x

因 此 由 此 知 的 分 布 律 为.|
5
1)10( 2

10 10
55     eedteXPp tt y

.5,,1,0,)1()()( 522
5   keeCkyP kkk

于是 P(y≥1)=1-P(y=0)=1-(1-e-2)5≈0.5167
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3.3.3.

3.

正态分布

若随机变量 的概率密度函数为X

.,
2
1)( 2

2

2
)(




xexf
x





其中 和 为常数 ,且 ,则称随机变量 X 服从参数为 和 的正态分布正态分布正态分布

正态分布

，记为  0  

).,(~ 2NX

容易得知, 且 。事实上令 ，则0)( xf 



1)( dxxf )(  xy

,
2
1

2
1)( 22

)( 2

2

2

dyedxedxxf
yx



















由 ,即可知22

2







dye

y

.1)(



xf

X的分布函数为

。dtexF
x

t

 





2

2

2

)(

2
1)( 





f(x)和 F(x)的图形见图 2-5和图 2-6 .

曲线 y=f(x)以 为对称轴，以 Ox轴为水平渐近线，在 处有拐点,当x  x

时取最大值x .21 2

另外，当 固定，改变 的值，y=f(x)的图形沿 Ox轴平移而不改变形状，故 又  

称为位置参数(见图 2-7)。若 固定，改变 的值，则 y=f(x)的图形的形状随着 的增  

大而变得平坦，故 称为形状参数(见图 2-8)。

0 x

)(xf



2
1

图 2-5
0 x

1

5.0



)(xF

图 2-6

)(xf

x1 2

图 2-7

x0

)(xf
大

小



图 2-8
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参数 的正态分布称为标准正态分布，记为 X~N(0,1)，其密度函数记为1,0  

,,
2
1)( 2

2




xex
x




分布函数为 .
2
1)( 2

2

dtex
x

t

 





的函数值,已编制成表可供查用(见附表)。)(x

当 x<0时,可由 来查得 的函数值，这是因为 的函数值是)(1)( xx  )(x )(x

图 2-9中阴影部分的面积，而 又是关于 Oy轴对称的。当 x<0时，图 2-10 中)(xy 

左边阴影部分的面积等于 ，右边阴影部分的面积等于 ，由)(x )(1 x )(xy 

的对称性，可知它们是相等的。

例 666

6

已知 X~N(0,1),求 ).3|(|),3(  XPXP

解 m,)3(1)3()3(  XP

查表, 故,9987.0)3(  .0013.09987.01)3(  XP

))3(1()3()3()3()33()3|(|  XPXP

.9974.019987.021)3(2 

若 令 ,则 的分布函数 F(x)可化为),,(~ 2NX  xy ( X

.
2
1

2
1)( 22

)( 2

2

2







 

 



















 xdyedtexF

x y
x

t

因此

.)( 1221
21 






 







 







 





















 xxxXxPxXxP

0 x

y )(x

xx

图 2-10

0 x

y )(x

x

图 2-
9
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例 777

7

已知 X~N(1,4)，求 P(5<X≤7.2)和 P(0<X≤1.6).

解 )2)15(()2)12.7(()2.75(  XP

.0218.09772.09990.0)2()1.3( 

)2)10(()2)16.1(()6.10(  XP

))5.0(1()3.0()5.0()3.0( 

.3094.0)6915.01(6179.0 

例 888

8

设 ，求),(~ 2NX ).3|(|  XP

解 ),3|)((|)3|)(|   XPXP

因为 所以由例 11知),1,0(~)( NX  .9974.0)3|(|  XP

可见在一次试验中 落在区间 的规律相当大,即 几乎必然落在上X )3,3(   X

述区间内,或者说,在一般情形下, 在一次试验中落在区间 以外的X _)3,3(  

概率可以忽略不计.这就是通常所说的 原理...

.

3

例 999

9

把温度调节器放入贮存着某种液体的容器中,调节器定在 ,液体的温度 T是随
dC

机变量,设 .试求:).5.0,(~ 2dNT
(1) 若 d=90求 T≤89 的概率；

(2)若要求保持液体的温度至少为 80 度的概率不低于 0.99,问 d至少为多少度?
解 (1)所求概率为

)2()5.0)9089(()89( TP

.0228.09972.01)2(1 

(2)按题意，求 d，使

),5.0)80((1)80(1)80(99.0 dTPTP 

即要求 查表知.01.0)5.0)80((  d

019.019901.0)33.2( 

而 故需 (80-d)/0.5(80-d)/0.5(80-d)/0.5

(80-d)/0.5

≤-2.33-2.33-2.33

-2.33

,019.0)33.2(1)33.2( 

解得 ddd

d

≥81.16581.16581.165

81.165

,即 ddd

d

至少为 。
C165.81



18

为了以后便于应用,我们引入标准正态随机变量的 分位点的概念。
设 X~N(0,1),给定 ,给定 Za和 Za/2分别满足 )10( 

，则称 Za为标准正态分布的上侧 百分位点(图 2-   )|(|,)(
2

zXPzXP 

11)，Za/2为双侧 百分位点(图 2-12)。

百分位点 Za和 Za/2在给定 后,分别可由)10( 
2

1)(,1)(
2

   zz

查表得到。若 则查表可 Z0.05=1.65, Z0.05/2=1.96,05.0

在自然界中，许多社会现象和自然现象中的随机变量都是服从正态分布的。例如,一个

地区成年人的身高，农作物的产量以及某零件的尺寸的误差，炮弹的弹着点等等都服

从正态分布。另外，许多其他分布也常用正态分布作为近似分布。在概率论及数理统

计的理论研究中正态随机变量更起着特别重要的作用。因此正态分布是概率论中最重

要的分布之一。

练习

1. ~ (1,4)
(1) (0 1.6), (5 7.2), ( 2.3);
(2) ( ) 2 ( )

X N
P X P X P X

c P X c P X c
    

  

设 ，试求

求常数 ，使

22. ~ ( , ) { 2.5} 0.6915, { 3.5) 0.8413 .X N P X P X       设 ，且 ，求 及

3.某地区的月降水量 X（单位：cm）服从正态分布N(40, ),试求该地区连续 10 个月降24

水量都不超过 50cm 的概率.

0 x

)(x



Z

图 2-11

0 x

)(x

图 2-12

2


2


2
Z

2
Z
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第四节 随机变量的函数及其分布

在实际中，我们常要讨论随机变量函数的分布。例如在测量圆轴的截面积时，往往

只能测量到圆轴的直径 ，然后由函数 得到截面积的值。在这一节中，我d 42dA 

们讨论如何由已知随机变量 的分布去求它的函数 的分布，这里X )(XgY  )(xgy 

是已知的连续函数。

一、 离散型随机变量的函数的分布离散型随机变量的函数的分布离散型随机变量的函数的分布

离散型随机变量的函数的分布

设随机变量 的分布律为X

.,3,2,1,)(  kpxXP kk

则当 的所有取值为 时，随机变量 有分布律)(XgY  ),2,1( jy j Y

,3,2,1,)(  jqyYP jj

其中 是所有满足 的 对应的 的概率 的和，即jq ji yxg )( ix X ii pxXP  )(





ji yxg

ii xXPyYP
)(

)()(

例例例

例

111

1

设随机变量 有以下分布律，试求随机变量 的分布律X 2)1(  XY

解 的所有可能取值为 0，1，4。由Y

,1.0)1()0)1(()0( 2  XPXPYP

7.0)2()0()1)1(()1( 2  XPXPXPYP

,2.0)1()4)1(()4( 2  XPXPYP
可得 的分布律为Y

二、连续型随机变量的函数的分布随机变量的函数的分布随机变量的函数的分布

随机变量的函数的分布

设随机变量 的概率密度函数为 则 的分布函数X ),)((  XxfX )(XgY 

为

X -1 0 1 2
P 0.2 0.3 0.1 0.4

Y 0 1 4
P 0.1 0.7 0.2
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,)())(()()(
)(




yxg
XY dxxfyXgPyYPyF

而 的概率密度函数 可由 得到。Y )(yfY )()( yF
dy
d

yf YY 

例 222

2

设随机变量 具有概率密度函数X



 


其他，,0

;4,8
)(

xox
xf X

求随机变量 的概率密度函数。1 XeY

解 先求 的分布函数1 XeY ).( yFY







)1ln(
)())1ln(()1()()(

y
X

X
Y dxxfyXPyePyYPyF
















.1,1

;10),1(ln
16
1

;0,0

4

42

ye

eyy

y

于是 的概率密度函数Y




 





.,0

;10,
)1(8
)1ln(

)()(
4

其他

ey
y
y

yF
dy
dyf YY

例 333

3

设随机变量 具有概率密度函数 求随机变量X ),)((  xxfX
2XY 

的概率密度函数.

解 由于 ，故当 时， 当 时有02  XY 0y ;0)( yFY 0y







y

y XY dxxfyxyPyXPyYPyF .)()()()()( 2

由此知 的概率密度函数为Y












.0,0

;0)),()((
2

1
)()(

y

yyfyf
yyF

dy
dyf XX

YY

若 的概率密度函数为XNX ),1,0(~ ,,
2
1)( 2

2




xex
x




则 的概率密度函数为
2XY 
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










.0,0

;0,
2
1

)(
22

1

y

yeyyf
y

Y 

此时称 服从自由度为 1 的 分布...

.

Y 2

例 444

4

设随机变量 具有概率密度函数 为 内X )(),)(( xgxxf X  ),( 

的严格单调的可导函数，试证随机变量 的概率密度函数为)(XgY 



 


.,

;|,)(|)]([)(
'

其他o
yyhyhfyf X

Y


其中 是 的反函数，)(yh )(xg

)}.(),(max{)},(),(min{  gggg 

证 不妨设 严格单调增加，则它的反函数 存在，且也严格单调)(xgy  )( yhx 

增加 。因 为 在区 间 之间 取值 ， 所 以 当)(XgY  ))(),((  gg 

时, ;当 时 当 时y 0)()(  yYPyFY y ;1)()(,  yYPyFY   y

 
)(

,)())(())(()()(
yh

XY dxxfyhXPyXgPyYPyF
于是， 的概率密度函数为Y



 


.,0

;),())(()(
'

其他

 yyhyhfyf X
Y

严格单调下降的情形可以类似证明。见文字教材。)(xgy 

例 555

5

设随机变量 证明 的线性函数 也服从正),,(~ 2NX X )0(  abaXY

态分布。

证 概率密度函数为X

.,
2
1)( 2

2

2
)(




xexf
x

X





因为 是严格单调函数，且当 时，baxxgy  )( ),( x

有 又其反函数及反函数的导数分别为),( y

,1)(,)()( ' ayhabyyhx 
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所以由例 5，得
2

2

2
))((

2
1

||
1

||
1)( 













 


aby

XY e
aa

byf
a

yf

,,
2||

1 2

2

)(2
))((




ye
a

a
bay






即 故得 服从以 和 为参数的正态).)|(|,(~ 2 abaNbaXY  Y ba  )|(| a
分布。

由上面的讨论知，求随机变量 的函数 的分布，关键的一步是在事件X )(XgY 

中，解得 的取值范围，而 的分布函数就是 的概率密度函))(()( yXgyY  X Y X

数在此取值范围上的积分。当 是严格单调函数时，可应用例 5 给出的结果。)(xgy 

要注意的是，由事件 得出的 的取值范围可能不止一个区间，此时则应在各)( yY  X

个区间上对 的概率密度函数积分，然后得出 的分布函数。X Y
例 6 设 的概率密度函数为X





 

,,0

;0,2
)( 2

其他




xx
xf

求 的概率密度函数.XY sin

解 因为 在[0，1]上取值，所以当 时，Y 0y ;0)()(  yYPyFY

当 时，1y ;1)()(  yYPyFY

当 时，10  y ).(sin)()( yXPyYPyFY 

当 时，满足 的 落在区间(0, arcsiny)和(-arcsiny, )之内(图 x0 )(sin yX  X

2-13)，故若记

,arcsin,arcsin 21 yxyx  

则 的分布函数为Y ))()0(()(sin)( 21  XxxXPyXPyFY 

)()0( 21  XxPxXP

  1

20
.)()(

x

x XX dxxfdxxf


于是 的概率密度函数为XY sin

 x
1x

2
 2x

1

y

xsin

0

图 2-13
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


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