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多维随机变量及其分布多维随机变量及其分布多维随机变量及其分布

多维随机变量及其分布

在许多随机试验中，需要考虑的指标不止一个。例如，考查某地区学龄前儿童发育情况，

对这一地区的儿童进行抽样检查，需要同时观察他们的身高和体重，这样，儿童的发育就

要用定义在同一个样本空间上的两个随机变量来加以描述。又如，考察礼花升空后的爆炸

点，此时要用三个定义在同一个样本空间上的随机变量来描述该爆炸点。在这一章中，我

们将引入多维随机变量的概念，并讨论多维随机变量的统计规律性。

3.13.13.1

3.1

二维随机变量及其分布二维随机变量及其分布二维随机变量及其分布

二维随机变量及其分布

在这一节中.我们主要讨论二维随机变量及其概率分布，并把它们推广到 n维随机变量。

3.1.13.1.13.1.1

3.1.1

二维随机变量及其分布函数二维随机变量及其分布函数二维随机变量及其分布函数

二维随机变量及其分布函数

1.1.1.

1.

二维随机变量二维随机变量二维随机变量

二维随机变量

定义 3.13.13.1

3.1

设={}为样本空间，X=X()和 Y=Y()是定义在上的随机变量，则由它们

构成的一个二维向量(X,Y)称为二维随机变量或二维随机向量...

.

二维向量(X，Y)的性质不仅与 X 及 Y 有关，而且还依赖于这两个随机变量的相互关系 。

因此，逐个讨论 X 和 Y 的性质是不够的，需把(X,Y)作为一个整体来讨论。随机变量 X 常

称为一维随机变量。

2.2.2.

2.

二维随机变量的联合分布函数二维随机变量的联合分布函数二维随机变量的联合分布函数

二维随机变量的联合分布函数

与一维的随机变量类似，我们也用分布函数来讨论二维随机变量的概率分布。

定义定义定义

定义

3.23.23.2

3.2

设(X,Y)是二维随机变量，x，y 为任意实数，事件(X≤x)和(Y≤y)的交事件的

概率称为二维随机变量(X,Y)的联合分布或分布函数联合分布或分布函数联合分布或分布函数

联合分布或分布函数

，记作 F(x,y)，即

若把二维随机变量(X,Y)看成平面上随机点的坐标，则分布函数 F (X,Y)在(x,y)处的函数值就是

随机点(X,Y)落入以(x,y)为定点且位于该点左下方的无穷矩形区域内的概率（见图3-1）。而随机点 (X,Y)

落在矩形区域 内的概率可用分布函数表示（见图 3-2）];[ 2121 yyyxxx 

x
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图 3-1



分布函数 F (x，y)具有以下的基本性质。

(1) 0≤F (x，y)≤1.

对于任意固定的 x和 y，有

(2) F (x， y) 是变量 x 或 y 的单调不减函数，即对任意固定的 y，当 x2 

x1 时, ；对任意固定的 x，当 y2  y1 时， 。),(),( 12 yxFyxF  ),(),( 12 yxFyxF 

(3) F (x，y) = F(x+0, y)，F (x, y)=F (x, y+0)，即 F (x, y)关于 x是右连续的，关于 y也是

右连续的。

(4) 对于任意 ，有21212211 ,  );,(),,( yyxxyxyx 

0),(),(),(),( 11122122  yxFyxFyxFyxF

性质(1)，(2)，(4)可直接由分布函数的定义及它的几何意义得出。性质(3)的证明要用较

多的数学知识，故从略。
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二维随机变量的边缘分布函数二维随机变量的边缘分布函数二维随机变量的边缘分布函数

二维随机变量的边缘分布函数

二维随机变量（X，Y）作为一个整体具有联合分布函数 F（x，y）。而 X和 Y都是随机

变量，各自也有它们的分布函数，把 X和 Y的分布函数分别记为 FX (x)和 FY (y)，并分别称

为随机变量（X，Y）关于 X和 Y的边缘分布函数。

由分布函数的定义可得到联合分布函数和边缘分布函数的关系。
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同理可得

几何上 的函数值是(X，Y）落入图 3-3和图 3-4 所示区域内的概率.)()( yFxF YX 和

例例例

例
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设二维随机变量（X，Y）的联合分布函数为

),
2

)(
2

arctan(),( 
 CxBAyxF

其中 A，B，C 为常数， .,  yx

(1) 试确定 A，B，C 的值；

(2)求 X和 Y的边缘分布函数；

(3)求 P (X >2)。

解解解

解

(1) 由联合分布函数的性质(2)，知
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由此可解得 .2/,2/,/1 2   CBA
(2) 由定义直接可知
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(3) 由 X 得分布函数，得
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3.1.23.1.23.1.2

3.1.2

二维离散型随机变量及其概率分布二维离散型随机变量及其概率分布二维离散型随机变量及其概率分布

二维离散型随机变量及其概率分布

若二维随机变量（X，Y）的所有可能取的值是有限多对或可列无限多对，则称（X，Y）
为二维离散型随机变量...

.

1.1.1.

1.

联合分布律

设（X，Y）是二维离散型随机变量，其所有可能取的值为（xi, yj）， i，j =1，2，…，n，

若(X，Y）取数对（xi, yj）的概率 ，满足ijji pyYxXP  ),(

,1   ,0
1 1

 









i j

ijij pp

则称

为二维离散型随机变量（X，Y）的联合分布律或分布律...

.

2.2.2.

2.

边缘分布律

我们可以由（X，Y）的联合分布律求出 X和 Y的分布律。这是因为

,  ,2  ,1                                                                                               
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同理

其中 和 分别是表示 和 的记号，它们分别是事件 和（.ip jp. 
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的概率，且有 ;1.    ,0.
1 1 1

  










i i
ij

j
ii ppp

.1.   ,0.
1 1 1

  










j j
ij

i
jj ppp

故分别为 X和 Y的分布律，我们称
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为二维离散型随机变量（X，Y）关于 X的边缘分布律。同样，称

,....2,1,.)(  jpyYP ji

为（X，Y）关于 Y的边缘分布。

通常用下表格来表示（X，Y）联合分布律和边缘分布律：

例例例

例
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设随机变量 X在 1，2，3，4 四个整数中等可能地取值，另一个随机变量 Y在 1~X中

等可能地取一整数值。试求(X,Y)的联合分布律及边缘分布律。

解解解

解

因为事件(X = i, Y = j)中 i的取值为 1，2，3，4，j取不大于 i的正整数值，所以由乘法

公式得(X,Y)的分布律

，i = 1，2，3，4，j  i 
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故用表格表示如下：
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已知随机变量 X和 Y的分布率分别为

而且 P(XY=0)=1，求随机变量（X,Y）的联合分布律。

解解解

解

因为 ，所以 。由此知1)0( XYP 0)0( XYP

0)1,1()1,1(  YXPYXP

故有分布律

根据联合分布律与边缘分布律的关系，由

,25.00)1(,5.0)0(
,5.000)1(,25.00)1(

312221
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pXPppXP
pYPpXP

得 。故(X,Y)的联合分布律为25.0;0;5.0;25.0 31212211  pppp

3.1.33.1.33.1.3

3.1.3

二维连续型随机变量及其联合分布概率分布二维连续型随机变量及其联合分布概率分布二维连续型随机变量及其联合分布概率分布

二维连续型随机变量及其联合分布概率分布
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连续型随机变量及其联合分布密度函数连续型随机变量及其联合分布密度函数连续型随机变量及其联合分布密度函数

连续型随机变量及其联合分布密度函数

定义定义定义

定义

3.33.33.3

3.3

设二维随机变量(X , Y )的分布函数为 F(x, y)。若存在非负函数 f (x , y),对任意实数

x , y有

，  


x y dvduvufyxF ),(),(

则称(X , Y )为连续型二维随机变量，且称函数 f (x , y)为二维随机变量(X , Y )的联合密度函

数，简称为联合密度或概率密度。

由定义可知联合密度 f (x , y)具有以下性质：

X 1 0 1
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XY \ -1 0 1 p.j

0

1

p11 p21 p31

0 p22 0

0.5

0.5

piii

i

. 0.25 0.5 0.25

XY \ -1 0 1

0

1

0.25 0 0.25

0 0.5 0



（（（

（

111

1

）））

）

;0),( yxf  







 1),(),( Fdydxyxf

可以证明，凡满足性质（1）的任意一个二元函数 f (x , y)，必可作为某个二维随机变量的联

合密度函数。
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若 f (x , y)在点(x , y)处连续，则
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事实上，由定义知
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设 G是 xOy 平面上的一个区域，则有

.),()),((   dxdyyxfGYXP
G

在几何上 z = f (x , y)表示空间的一张曲面。由性质（1）知，介于该曲面和 xOy 平面之间的

空间区域的体积是 1。由性质(3)知, 的值等于以 G为底，以曲面 z = f (x , y))),(( GYXP 

为顶的曲顶柱体的体积。

2.2.2.

2.

二维连续型随机变量的边缘密度函数二维连续型随机变量的边缘密度函数二维连续型随机变量的边缘密度函数

二维连续型随机变量的边缘密度函数

若(X , Y)是二维连续型随机变量，其联合密度函数是 f (x , y)，此时 X和 Y也是连续型随

机变量，分别称 X和 Y的概率密度函数 和 为(X , Y)关于 X和 Y的边缘密度函边缘密度函边缘密度函

边缘密度函

)(xfX )(yfY
数数数

数

, 简称为边缘密度边缘密度边缘密度

边缘密度
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已知二维随机变量(X，Y) 的联合密度函数为
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试求:(1) 常数 k；
(2) 联合分布函数 F(x, y)；

(3) 边缘密度函数 ；)(),( xfxf YX

(4) 概率 ).12(  YXP
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利用联合密度函数的性质，
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得 k = 6 且
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(X , Y)的取值区域如图 3-5 所示，故
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下面介绍两个常用的分布.

均匀分布均匀分布均匀分布

均匀分布

图 3-5
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设 G为 xOy 平面上的有界区域，G的面积为 A。若二维随机变量(X , Y )的联合密度函数

为
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则称二维随机变量(X , Y )在 G上服从均匀分布.

若 G1是 G内面积为 的子区域，则1A

.1)),(( 1
1

1
A
Adxdy

A
GYXP

G

 

此概率仅与 G1的面积有关(成正比)，而与G1 在 G内的位置无关，这正是均匀分布的"均匀"
含义。

正态分布正态分布正态分布

正态分布

若二维随机变量(X , Y ) 联合密度函数为
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其中 ，则称(X , Y )服从参数为 的二维正态分布，记为1,0,0 21    ,,,, 2
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下面，我们来求二维正态随机变量的边缘密度函数。

因为 f (x , y)的指数部分可表示为
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可见，若   ).;,;,(~, 2
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且 X和 Y的边缘分布都与参数 无关，这说明 不同，得到的二维正态分布也不同，但其

边缘分布是相同的。因此有边缘分布是不能唯一确定联合分布的。即使 X和 Y都是服从正

态分布的随机变量，(X , Y )也可能不是服从正态分布的。下面的例题就说明了这种情况。
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设二维随机变量(X , Y )的联合密度函数为
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即 但(X,Y)却不是服从二维正态分布的。),1 , 0(~Y  ,  )1 , 0(~ NNX



3.4 条件分布

3.4.1条件分布函数

在实践中常会遇到这样的问题：在已知随机变量 Y 取值为 y条件下，求随机变量 X落

在某区间（a，b）内的概率，即 P{a<X≤b∣Y=y}由于形式上这一条件概率可表为

因此，对任意实数 x，研究形如 P{X≤x∣Y=y}的条件概率就是一件很重要的事情。然

而，需注意的是：如果 P{Y=y}=0,上述条件概率将无意义，特别对连续型随机变量 Y，无论

y为何值，总有 P{Y=y}=0。为了解决这一问题，可采取下列办法。

设 Y 在区间（y-△y,y）内的概率不为零，即P{y-△y<Y≤y}>0,此时条件概率P{X≤x∣y-

△y<Y≤y}便有意义，如果当△y→0+时，此条件概率的极限存在,我们便将此极限定义为

P{X≤x∣Y=y}，并称它为 X的条件分布函数。

定义 1：设对固定的实数 y及任意△y>0 有 P{y-△y<Y≤y}，如果

存在，则称此极限为在 Y=y 条件下，X的条件分布函数。

同样，可定义在 X=x 条件下，Y的条件分布函数

3.4.2条件分布律

定义 2：设（X，Y）为二维离散型随机变量，其分布律为

如果对固定的 j，P{Y=yj}>0，则称下列一组条件概率

为在 Y=yj 条件下，X的条件分布律.

同样,对固定 i,若 P{X=xi}>0,则称下列一组条件概率

为在 X=xi 条件下,Y 的条件分布律.
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例 1 设(X,Y)的分布律为

试求在条件 X=2 下，Y的条件分布律。

解：首先求出边缘分布律，见下表

总之，在 X=2 条件，Y的条件分布律为

3.4.3条件概率密度

Y

X

1 2 3 4

1 0.1 0 0.1 0 0.2

2 0.3 0 0.1 0.2 0.6

3 0 0.2 0 0 0.2

0.4 0.2 0.2 0.2 1

Y 1 2 3 4

0

Y

X

1 2 3 4

1 0.1 0 0.1 0

2 0.3 0 0.1 0.2

3 0 0.2 0 0



定义 3：设（X，Y）的概率密度为 f(x,y),fx(x)与 fY(y)分别为关于 X和关于 Y的边缘

概率密度。 为在 Y=y 条件下，X 的条件概率密度。

如果对固定的 x，fx(x)>0 则称 为在 X=x 条件下，Y的条件概率密度 。

例 2：设（X，Y）的概率密度为

解：首先，求出边缘概率密度，当-1<x<1 时

总之，关于 Y的边缘概率密度为

下面求条件概率密度



3.33.33.3

3.3

随机变量的独立性随机变量的独立性随机变量的独立性

随机变量的独立性

随机变量的独立性是一个十分重要的概念。在这一节中，我们利用两个事件相互

独立的概念引出两个随机变量的独立性，并推导到有限多个随机变量的独立性。

3.3.13.3.13.3.1

3.3.1

两个随机变量的独立性

定义 若二维随机变量(X , Y )对任意实数均有

)()(),( yYPxXPyYxXP 

成立，则称随机变量 与 是相互独立的。X Y

设随机变量(X , Y )的联合分布函数和边缘分布函数分别为 和 ,),( YXF )(),( yFxF YX

则 与 相互独立等价于对任意实数 有X Y ,, yx

。)()(),( yFxFyxF YX 

若(X , Y ) 是离散型随机变量，则 X与 Y相互独立的充分必要条件是

),()(),( jiji yYPxXPyYxXP 

即 ,...,2,1,,   jippp jiij

这里 分别是(X , Y )，X，Y的分布律。jiij ppp  ,,

若(X , Y )是连续性随机变量，则由分布函数与概率密度函数关系知，X与 Y独立的

充分必要条件是 这里 分别是(X , Y )，),()(),( yfxfyxf YX  ),(),(),,( yfxfyxf YX



X，Y的密度函数.

例 1 已知随机变量 的联合分布律为),( YX

试确定常数 a，b，使 X与 Y相互独立

解 先求出(X , Y )关于 X和 Y的边缘分布律

因要使 与 相互独立，故可用X Y

jiij ppp  

来确定常数 a，b。由

),P(Y)P(X),YP(X
),P(Y)P(X),YP(X

2323
2222




即
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解得 因此(X , Y )的联合分布律和边缘分布律为.
9
1,

9
2

 ba

经检验，此时 X与 Y是相互独立的。

例 2 设随机变量(X , Y )在矩形区域 上服从均匀分布，}10,20|),{(  yxyxG

若
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1 2 3 p. j
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图 3-7



试求(U, V)的联合分布律，并判断 U与 V是否独立.

解 区域 G 如图 3-7所示，因(X , Y )在 G上服从均匀分布，其联合密度函数
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所以

其它

于是得(U, V)的联合分布律和边缘分布律:

其中 所以 U与 V是不相互独立的。jiij ppp  

例 3 设随机变量 的联合密度函数为),( YX

试问 X与 Y是否相互独立?
解 因为（X，Y）关于 X的边缘密度函数
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所以，对任意实数 x，y均有 故 X与 Y是相互独立的。),()(),( yfxfyxf YX 
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例 4 若二维随机变量(X , Y )服从正态分布 。试证 X与 Y相互);,;,( 2
22

2
11 N

独立的充分必要条件是 。0

证 因为(X , Y )的联合密度函数为



















yx

eyxf
yyxx

,                                                                   

,
12

1),(
)

)())((
2

)(
(

)1(2
1

2
21

2
2

2
2

21

21
2
1

2
1

2 















边缘密度函数为

.
2
1)(

,
2
1)(

,
2

)(

2

,
2

)(

1
2
2

2
2

2
1

2
1








yeyf

xexf
y

Y

x

X











所以易见：

成立的充分必要条件是 ，而 X与 Y相互独立的充分必要条件是(3.1)式对任意实数0

x,y成立。

3.53.53.5

3.5

二维随机变量函数的分布

在第二章中，我们曾讨论了一个随机变量的函数的分布，在这一节中，我们将讨论

两个随机变量的函数分布。即，已知随机变量（X，Y）的概率分布，求随机变量 Z=g
（X，Y）的概率分布，这里 Z=g（X，Y）是 x，y的函数。

3.5.1 两个离散型随机变量的函数的分布

我们举例说明两个离散型随机变量的函数的分布律的求法.

例 1 已知随机变量(X,Y)的联合分布律为

试求 的分布律.),max(, 21 YXZYXZ 

解 的所有可能取值为 2，3，4，5，而1Z
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因此， 的分布律为1Z

的所有可能取值为 1，2，3，而2Z
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因此 的分布律为2Z

例 2 设随机变量 X与 Y相互独立，它们分别服从参数为 和 的泊松分布，1 2

证明随机变量 Z=X+Y服从参数为的 泊松分布.21  

证 由题意知
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Z的所有可能取值为 0，1，2，…，而
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故 Z=X+Y服从以 为参数的泊松分布.21  

3.5.2 两个连续型随机变量的函数的分布

设随机变量(X,Y )的联合密度函数为 f (x,y)，X，Y的函数为 Z = g(X,Y)，Z是一

维随机变量，Z的分布函数为





zyxg

Z dxdyyxfzYXgPzZPzF
),(

,),()),(()()(

即 可以用 f (x,y)在平面区域 上的二重积分得到。由此可得 Z的概)(zFZ zYXg ),(

率密度函数 .),()()(
),(





zyxg

ZZ dxdyyxf
dz
dzF

dz
dzf

例 3 设 X和 Y是两个相互独立的随机变量,它们的密度函数分别为
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试求 Z=2X+Y 的密度函数。

解 由题意知,(X,Y )的联合密度为
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因此 Z的分布函数为
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zyx

Z dxdyyxfzYXPPzZPzF

由图 3-9 可知：
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图 3-9



(1) 当 z<0 时, .0)( zFZ
(2) 当 0 z <2 时,
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(3) 当 z  2 时,

故得
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于是,Z的密度函数为

例 4 设随机变量(X,Y )在矩形区域 上服从均匀}10,20|),{(  yxyxG

分布,试求 Z=XY的密度函数.

解 (X,Y)的联合密度函数
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Z的分布函数 .),()()( 
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当 z  2 时, .1)( zFZ
即
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故得 Z的分布密度函数
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下面我们介绍几个常用的函数密度的概率分布。

1. ZZZ

Z

= XXX

X

+YYY

Y

的分布

设(X,Y )的联合密度分布为 fff

f

(xxx

x

,yyy

y

),则 ZZZ

Z

=XXX

X

+YYY

Y

的分布函数

  









 ,),(),()()( dydxyxfdxdyyxfzYXPzF
zyx

Z

其中区域 如图 3-11 所示。Z的密度函数zyx 

.),()()( 



 dyyyzfzF

dz
dzf ZZ

利用 X,Y的对称性，又可得

.),()( 



 dxxzxfzf Z

特别，当 X与 Y相互独立时,有

,)()()()()( 







 dxxzfxfdyyfyzfzf YXYXZ

其中, 和 分别是 X和 Y的密度函数。)(xfX )(yfY

上式又称为 和 的卷积，常记为 ，即当 X与 Y相互独立)(zf X )(zfY )()( zfzf YX 

时,有 .)()()( zfzfzf YXZ 

例 5 设(X,Y )服从二维正态分布 N(0,1;0,1;0),试求 Z = X+Y的密度函数.

解 由题意可知 X与 Y是相互独立的，且

y
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zyx 

图 3-11
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得令

即 Z服从正态分布 N(0,2).

一般地,若 X与 Y相互独立,且
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更一般地，若 相互独立，且nXXX ,,, 21 
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我们还可以证明有限多个相互独立的服从正态分布的随机变量的线性组合仍然服从正

态分布。

例 6 设某系统 L由两个相互独立的子系统 和 联接而成,联接的方式是当系1L 2L

统当系统 损坏时,系统 开始工作(图 3-12).已知 和 的寿命 X和 Y的密度函数1L 2L 1L 2L

分别为
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其中 ,且 .试求系统 L的寿命 Z的密度函数。0,0    

图 3-12

1L

2L



解 由题意 Z=X+Y，当 z > 0 时，由图 3-13 知
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当 z  0 时, ,于是 Z=X+Y的密度函数为0)( zf Z
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2. ZZZ
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的分布的分布的分布

的分布

设(X,Y )的联合密度函数为 f(x,y)，则当 z>0 时，有
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利用极坐标来计算，令 ，则 sin,cos ryrx 
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于是，当 z>0 时 Z的密度函数
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图 3-13
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若 X与 Y相互独立，则

其中, 和分别是随机变量 X和 Y的密度函数。)()( yfxf YX 和

例 7 设 X与 Y相互独立,且都服从标准正态分布 N(0,1)。求 的密度22 YXZ 

函数。

解 因为 .
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所以 z>0 时，Z的密度函数
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此时，称 为自由度为 2 的 随机变量，Z的分布称为自由度为 2的22 YXZ  2 2

的分布,其密度函数如上。

一般地,当 相互独立且都服从标准正态分布时,nXXX ,,, 21 
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2
1 nXXXZ 

是自由度为 n的 分布，这是数理统计中的一个常用分布，其密度函数
2

















.0                       ,0

,0,
)

2
(2

1

)(
2

1
2

2

z

zez
nzf

zn

n

Z









 
.0,0

;0,)sin()cos(
2
1

)(
2

0

z

zdzfzfzf YX
Z






3. MMM

M

=max(XXX

X

,YYY

Y

)及 NNN

N

=min(XXX

X

,YYY

Y

)的分布

设 X与 Y时两个相互独立的随机变量，它们的分布函数分别为 。)()( yFxF YX 和

现在来求 M及 N的分布函数。

由于 M不大于某个实数 z 等价于 X得 Y都不大于 z，故对任一实数 z 有

),()(),()()( zYPzXPzYzXPzMPzFM 

即 M的分布函数 ).()()( zFzFzF YXM 

类似地由
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知 N的分布函数
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以上结果可以推广到 n个随机变量的形式。设 相互独立，其分布函nXXX ,, 21

数分别为 则函数,,,2,1),( nkxF kxk
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的分布函数分别为
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特别，当 相互独立，且有相互的分布函数 F(x)时，有nXXX ,,, 21 
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M xFzFzFzF 

例 8 设系统 L由两个相互独立的子系统 连接而成，其连接的方式分别为21 LL和

(1)串联,(2)并联,如图 3-15 所示。设 的寿命分别为 X和 Y，已知它们的密度21 LL和



函数分别为
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其中 ，试分别就以上两种连接方式写出系统 L的寿命 Z的密度函数。0,0  

解 (1) 串联的情况

因为当 中有一个损坏时，系统 L就停止工作，所以这是 L的寿命为21 LL和
Z=min(X,Y)

因 X和 Y 的分布函数分别为
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故 Z 的分布函数
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于是，得 Z的密度函数
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(2) 并联的情况

因为当且仅当 都损坏时，系统 L才停止工作，所以L的寿命Z为 Z=max(X,Y)21 LL和
由此知，Z的分布函数

X Y
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1L 2L
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图 3-
15
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于是,Z的密度函数
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